
特殊相対性理論から一般相対性理論へ

特殊相対性理論では加速度運動は扱えなかった。しかし現実には加速度運動は存在する。特殊相対性理論を拡張して加速度運動も取り入れたより一
般的な「一般相対性理論」、その方程式であるアインシュタインの重力方程式について概要を述べる。

１．ローレンツ変換

ローレンツ変換（「図9、相対性理論から言えること」参照）を行列で書き表すと、

ｘ’ １／α ０ ０ －ｖ／α ｘ となる。（α ＝ √ １－ｖ ／ｃ ）
ｙ’ ０ １ ０ ０ ｙ この式はｘ軸方向に速度ｖで運動している場合についての変換であり、加速度を
ｚ’ ０ ０ １ ０ ｚ 含めれば，ｙ、ｚ （ｙ‘＝ｙ、ｚ’＝ｚ）も複雑な変換を受けることが予想される。
ｔ‘ －（ｖ／ｃ ）／α ０ ０ １／α ｔ２

＝

２ ２

２．加速度とは何か

ニュートンの運動方程式によれば、加速度は力によって引き起こされる。
力を重力に限れば、加速度の原因は万有引力になる。

我々が地上を歩ける。空高く浮き上がってしまわないのは、我々の身体
を地球との間に働いている重力が引きつけているからである。

逆に地球から遠く離れたロケットが点火して噴射の力で加速を始めたら
その加速度によって搭乗員はその慣性力を受けてロケットの床に引き付けられる。それはあたかも地球にいる時と同じ、即ち地球の引力に引き付けら
れているのと同じ感覚である。加速度だけを捉えれば、搭乗員を床に引き付ける力は地球の引力によるものなのか、ロケットの加速によるものなのか
分からない。加速度も相対的なら、地球などの重い天体がなくても、重力は加速によって作ることができる。（次図「等価原理」参照）
その際、万有引力は慣性力に等しいことから、

Ｆ ＝ －Ｇ・（Ｍ・ｍ2）／Ｒ ＝ ｍ1・ａ （今回Ｍを地球の質量、ｍ2をロケットの搭乗員Ａ氏の重力質量（体重）、Ｒを地球の半径、
ｍ1をＡ氏の慣性質量とする）

ｍ2はＡ氏が体重計にのった時の重さ。ｍ1はＡ氏にある一定の力を加えて動き出した時の加速度を「Ｆ＝ｍ1・ａ」の式に代入して求めた値。（注）

ここでもし、ｍ1 ＝ ｍ2 なら、ａ ＝ －Ｇ・Ｍ／Ｒ となり、加速度は質量によらない（Ａ氏の体重によらない）値となる。要するに重力とは地球や太陽
などの重い天体が作りだした空間（および時間）の歪み（変化）によって引き起こされるものと言える。

注： ｍ1 ＝ ｍ2 は実験により高い精度で正しいことが確かめられている。

ニュートンの運動方程式
Ｆ ＝ ｍ1・ａ （Ｆは力、ｍ1は物体の慣性質量、ａは加速度）
※この式は、力が働けば物体が動きだすことを示す。このｍ1は動きに
くさを表す量。ａとは反比例することによる。

万有引力の法則
Ｆ ＝ －Ｇ・（Ｍ・ｍ2）／Ｒ （Ｇは万有引力定数、－は引力を表す）
※例えば太陽と地球の関係において、Ｍを太陽の質量、ｍ2を地球の
質量、Ｒを太陽と地球の距離とすると、Ｆは太陽と地球の引き合う力。

２

２

２



等価原理

一般相対性理論の基本原理

地球の中心に向かって重力が働く

ロケットが加速する方向

ロケットの加速によって反対方向
に力を受ける。ロケットが一定の強
さ（地上での重力加速度1G）で加
速している間、まるで地球上にいる
ように感じる

結論

重力（エネルギー）を持った物体の周りの時間と空間が歪む

大きな重力を持つ物体、ブラツクホールなどの研究に利用される

搭乗員Ａ氏



スカラー場、ベクトル場、テンソル場

実際にアインシュタインの重力方程式を導くには、複雑な数学的知識を必要とする。ここではあまり厳密に証明するのではなく、関連する数学の概略につ
いて簡単に説明する。

スカラー場の例 温度

空間上の位置にある物理量（スカラー＝大きさのみを持つ量、ベクトル＝大きさと向きを持つ量）を対置させたとき、その空間を場という。

部屋の中にストーブがあったとする。その部屋の空間の各位置に
温度計をおいて温度を測れば、場所によって温度は異なる。

部屋の隅にストーブがある

・Ａ点 30℃
・Ｃ点 15℃

・Ｂ点 40℃

ストーブの近くのＡ点の方がストーブから離
れたＣ点よりも温度が高い。熱は上昇するこ
とから、Ｂ点ではＡ点よりも温度が高くなる

ベクトル場の例 風速

・Ｅ点 12℃

・Ｄ点 20℃

部屋の温度は位置（ｘ、ｙ、ｚ）の関数Ｔ（ｘ、ｙ、ｚ）として表される

温度Ｔは、大きさのみで向きを持たないスカラー量であるから、空間の
各位置においてスカラーが定義できる。この空間をスカラー場という。

スカラー場の各位置における空間上の変化の割合をｘ、ｙ、ｚの各方向に
求めたものを勾配といい、下記のようにベクトルで表される。

（∂Ｔ／∂ｘ、 ∂Ｔ／∂ｙ、 ∂Ｔ／∂ｚ） ＝ ∇Ｔ（ｘ、ｙ、ｚ） ＝ ｇｒａｄＴ（ｘ、ｙ、ｚ）

∇はナブラ記号。ｇｒａｄはグラディエントの略号

家の周りに風が吹いている。その風速（大きさと向き）は空間の各
位置によって変わる。

東から西に向かって風が吹いているとすると
、上空では障害物がないので強い風が吹く。
地上では、家という障害物があるため風の強
さは弱まる。あるいは家の形状によって、風
向きも変化する

・Ａ点 17ｍ

・Ｂ点 7ｍ

・Ｃ点 3ｍ

・Ｄ点 15ｍ

・Ｆ点 1ｍ

・Ｅ点 5ｍ

テンソル場の例 応力

上のベクトルを拡張したものがテンソルである。
例として空間に存在する物体の一つの領域に作用する
力がある。この単位面積あたりの力を応力と言う。
今微小な領域Ａの上部（面Ｆ）から力Ｆ を加えた
とする。力Ｆ の単位面積あたりの力をＴ（ｎ）と
すると

Ｆ ＝ Ｔ（ｎ）・Ｓ

となる。（Ｓは、面Ｆの面積、ｎを法線ベクトルという）

領域Ａ（ｘ、ｙ、ｚ）

力Ｆ（Ｆｘ、Ｆｙ、Ｆｚ）

物体
面Ｆ



テンソル場（応力）

Ａ

Ｂ

Ｃ

ｘ

ｙ

ｚ

今ｘ軸ｙ軸ｚ軸（各軸は垂直に交わっている）を定めた空間に下図のような三角錐ＡＢＣＯを考える。一つの面ＡＢＣに垂直で原点Ｏを通る線Ｎ を引く。（この線を
法線と呼ぶ）。法線Ｎ と面ＡＢＣの交わる点をＰ、面ＡＢＣの面積をＳ、面ＡＢＯの面積をＳ1、面ＡＣＯの面積をＳ2、面ＢＣＯの面積をＳ３とする。その時この三角
錐の体積Ｖは以下となる。（法線Ｎ とｘ軸、ｙ軸、ｚ軸の交わる角度をθ1 、θ2 、θ3 、ＯＰ、ＯＡ、ＯＢ、ＯＣの長さをそれぞれ（ＯＰ）、（ＯＡ）、（ＯＢ）、（ＯＣ）とする）

×

Ｎ

θ2

Ｖ ＝ （ＯＰ）・Ｓ／３ ＝ （ＯＡ）・Ｓ3／３ ＝ （ＯＢ）・Ｓ2／３ ＝ （ＯＣ）・Ｓ1／３
＝ （（ＯＰ）／cos θ1）・Ｓ3／3 ＝ （（ＯＰ）／cos θ2 ） ・Ｓ2／3 ＝ （（ＯＰ）／cos θ3 ） ） ・Ｓ1／3

よって、Ｓ1 ＝ Ｓ・cos θ3 Ｓ2 ＝ Ｓ・cos θ2 Ｓ3 ＝ Ｓ・cos θ1 ・・・①

ここで、 cos θ3、 cos θ2 、cos θ1 は法線Ｎ と平行で、ＯからＰの距離を大きさに持つベクトル（これを法
線ベクトルと呼ぶ）をｘｙｚ座標の単位ベクトル（左下参照）で表した際の各成分を示す。
今、面ＡＢＣに力Ｆ（ｎ） （＝Ｔ（ｎ）・Ｓ）が加えられたとする。（Ｔ（ｎ）は力Ｆによる応力の面に垂直な成分）
それを受けて三角錐ＡＢＣＯが面ＡＢＯ、ＡＣＯ、ＢＣＯに隣接する領域に対して、それぞれ
力Ｆ1（ｎ） （＝Ｔ1（ｎ）・Ｓ1）、Ｆ2（ｎ） （＝Ｔ2（ｎ）・Ｓ2） 、Ｆ3（ｎ） （＝Ｔ3（ｎ）・Ｓ3）の力を及ぼすとする。そ
の結果、作用反作用の法則に基づき、隣りの領域に接する面から逆方向の力を受ける。

今、応力Ｔ1（ｅ1）、Ｔ2（ｅ2） 、Ｔ3（e3）を行列σij＝ を使って

Ｔ1（ｅ1）＝ σi1×ｅi、Ｔ2（ｅ2）＝ σi2×ｅi 、Ｔ3（e3)＝ σi3×ｅi とおく。

三角錐ＡＢＣＯが加速度運動をしていないならば、これらの力は釣り合っているから、
Ｔ（ｎ）・Ｓ － Ｔ1（ｎ）・Ｓ1 － Ｔ2（ｎ）・Ｓ2 － Ｔ3（ｎ）・Ｓ3 ＝ ０ （０は成分（0,0,0）のゼロベクトル）
①より、Ｔ（ｎ）・Ｓ － Ｔ1（ｎ）・Ｓ・cos θ3 － Ｔ2（ｎ）・Ｓ・cos θ2 － Ｔ3（ｎ）・Ｓ・cos θ1 ＝ ０
Ｔ（ｎ） － Ｔ1（ｎ）・cos θ3 － Ｔ2（ｎ）・cos θ2 － Ｔ3（ｎ）・cos θ1 ＝ ０
Ｔ（ｎ） ＝ Ｔ1（ｎ）・cos θ3 ＋ Ｔ2（ｎ）・cos θ2 ＋ Ｔ3（ｎ）・cos θ1 

＝ ｅ1 + ｅ2 + ｅ3

ここで、Ｔ（ｎ）の成分をＴ（ｎ）ｉ （i=1,2,3 が ｘ、ｙ、ｚの
各成分に対応）とすると、

Ｔ（ｎ） ＝ ｅi＝ （σij・ｎj）ｅi

ここで、σijを応力テンソルといい、微小領域（ＡＢＣＯ）に
かかる力（圧力）を示す。

Ｐ
θ3

Ｏ θ1

力Ｆ1

力Ｆ2

力Ｆ3

力Ｆ

０
０

cos θ3

単位ベクトルとは

ｘｙｚ座標上の任意のベクトルをＡとして、その成分を（ａ
，ｂ，ｃ）としたとき、ｘ軸、ｙ軸、ｚ軸にそれぞれ平行で大
きさ“１”のベクトルｅ1、ｅ2、ｅ3としたとき、

Ａ ＝ ａ・ｅ1＋ｂ・ｅ2＋ｃ・ｅ3

とかける。この際ｅ1、ｅ2、ｅ3をそれぞれ成分
（1,0,0）、（0,1,0）、（0,0,1）をもつ単位ベクトルという

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ23 σ33

０
cos θ2

０

cos θ1

０
０

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ23 σ33

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ23 σ33

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ23 σ33

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ23 σ33

cos θ1

cos θ2

cos θ3

このテンソルは形は行列と同じであるが、そ
れは２階のテンソルを示す。そういう意味で
、ベクトルは１階のテンソル。スカラーは０階
のテンソルでもある。すなわち、物理量が定
義される空間は、テンソル場である。
ベクトルは空間の一点における力の３方向
の成分。２階のテンソルは極小領域（体積０
）の３方向の面に対する力の３つの成分。ト
ータル３×３で９つの成分を持つ。



リーマン幾何学

相対性理論では速度や加速度によって時間・空間が歪むことを示している。平坦でどの方向にも一様な、我々が考えている３次元空間とは異なる。そこ
で座標そのものが伸びたり縮んだりあるいは歪んだりする特殊な空間（これをリーマン空間という）を考える。この特殊な空間を扱う幾何学をリーマン（注
）幾何学という。 注：1826～1866 ドイツの数学者。これまでの一般的な幾何学であるユーグリッド幾何学を拡張させたリーマン幾何学を創設

Ｏ
ｘ

ｙ
平坦な空間（ユーグリッド空間）

Ｏ
ｘ

ｙ

特殊相対性理論による一方向が一様に伸縮した空間

ｘ方向の座標が引き伸ばされている

ｘ方向に等速で飛行している高速ロケット

ブラックホール

重力により全体が歪んだ空間

上図右のような歪んだ座標で表される空間があるとき、空間の各点で計量（微小な距離）dｓが、

dｓ ＝ ｇ11・dｘ・dｘ+ｇ12・dｘ・dｙ+ｇ13・dｘ・dｚ+ｇ21dｙ・dｘ+ｇ22・dｙ・dｙ+ｇ23・dｙ・dｚ+ｇ31・dｚ・dｘ+ｇ32・dｚ・dｙ+ｇ33・dｚ・dｚ

＝ ∑ｇｉｊ・dｘi・dｘj と定義された空間をリーマン空間という。ここでｇｉｊ（ｉ＝1,2,3、ｊ＝1,2,3）を計量テンソルという。

なお，ｘ、ｙ、ｚの微小な変化量dｘ、dｙ、dｚを上式では、dｘ1、dｘ2、dｘ3と置き換えた。
相対性理論では、時間と空間は対等で、４次元空間の座標として表されることから、上式は、

＝ ∑ｇｉｊ・dｘi・dｘj ・・・② と表される。（時間ｔの微小な変化dｔをdｘ4とした）

たとえば、通常の（平坦な）３次元（ユーグリッド）空間の計量ｄｓは、

ｄｓ ＝ ｄｘ1・ｄｘ1 + ｄｘ2・ｄｘ2 + ｄｘ3・ｄｘ3 ＝ ｄｘ・ｄｘ ＋ ｄｙ・ｄｙ ＋ ｄｚ・ｄｚ

ｇｉｊ ＝ ＝

＝ ｄｘ ＋ ｄｙ ＋ ｄｚ となる。 つまりｇｉｊは、

２

ｉｊ

ｉｊ

4

２ ２ ２

左式②で、∑記号を省略して、以下のよう

に書くことができるとする。

ｄｓ ＝ ∑ｇｉｊ・dｘi・dｘj ＝ｇｉｊ・dｘi・dｘj

※添え字（上記ではｉｊ）が（式の中に２つ）あ
ったとき、iとjについてそれぞれ１からｎまで

全ての組み合わせを足すこと表す。（アイ
ンシュタインの記法）

２

ｉｊ

ｇ11 ｇ12 ｇ13 ｇ14

ｇ21 ｇ22 ｇ23 ｇ24

ｇ31 ｇ23 ｇ33 ｇ34

ｇ41 ｇ42 ｇ43 ｇ44

ｉｊ

ｎ

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０

２



リーマン幾何学

４次元のリーマン空間の各座標にベクトル（１階のテンソル）が定義されたとき、微小な変位（Ａ点とその近くの点Ｂの成分の差）を、「ｄｘ1,ｄｘ2,ｄｘ3,ｄｘ4」とする。座標系
の変更にともない変位が、 （ｄｘ‘1,ｄｘ‘ 2,ｄｘ‘3,ｄｘ‘4）に変わったとすると、

ｄｘ‘i ＝ （∂ｘ‘ i／∂ｘj ）・ｄｘj となる。このように任意のベクトルＡ の成分（ａ1,ａ2,ａ3,ａ4）が、

ａ‘ ＝ （∂ａ‘ ／∂ａ ）・ａ ・・・③ となるベクトルを反変ベクトル（テンソル）という。（ijなどの添え字を右上に書く。’記号をもった文字数が分子にくるのが特徴） また

ｂ‘ ＝ （∂ｂ ／∂ｂ‘ ）・ｂ ・・・④ となるベクトルを共変ベクトル（テンソル）という。（ijなどの添え字を右下に書く。 ’記号をもった文字数が分母にくるのが特徴）

一般にｎ個の次元を持つＮ階のテンソルがあり Ｎ個の座標うち、Ｐ個について反変（微分記号で分子の方に変換先のペクトルの成分をもつ）、Ｑ個について共変（微
分記号で分母の方に変換先のペクトルの成分をもつ）のテンソルＴ とその座標変換したものＴ‘ を

Ｔ‘ ＝ ∂ｘ‘ ／∂ｘ ・ ∂ｘ‘ ／∂ｘ ・ ∂ｘ‘ ／∂ｘ ・・・∂ｘ ／∂ｘ‘ ・∂ｘ ／∂ｘ‘ ・∂ｘ ／∂ｘ‘ ・・・Ｔ ・・・⑤ と表す。 ※Ｐ+Ｑ＝Ｎ

もしここで、Ｐ個の中（右上の添え字）にもａがあり、Ｑ個の中（右下の添え字）にもａがったあった場合、それらは分母分子で相殺されて以下となる。

Ｔ‘ ＝Ｔ’ ・・・⑥ ここでＮ階のテンソルがＮ－２階になる。この操作をテンソルの縮約という。

ここで、計量 ｄｓ ＝ｇｉｊ・dｘi・dｘj について考える。ｄｓ はスカラーであり、dｘi・dｘj は反変テンソルであるから、ｇｉｊは共変テンソルであり、ｇ と書き、その逆行列は

反変テンソルであり、ｇ と書く。 （ ｇ ・ｇ ＝ δ ） ※δはクロネッカーのデルタ記号であり、ｉ＝ｊ のとき １で、ｉ ≠ ｊ のときは０である。

さらに計量テンソルｇｉｊを用いることにより、以下の変換が可能となる。

ｇ ・Ｔ ＝ Ｔ ｇ ・Ｔ ＝ Ｔ ・・・⑦ なお、Ｔ ＝ Ｔ Ｔ ＝ Ｔ である。

i i jj

i i jj

abc・・・
def・・・

ba c d e fg h i j l ghi・・・
jkl・・・

k

Ｐ個
Ｑ個

Ｐ個
Ｑ個

abc・・・
aef・・・

Ｐ個
Ｑ個

bc・・・

Ｐ－１個
Ｑ－１個

ef・・・

２
ij

ij
ik

kj
i
ｊ

kj
k

i ij
kj

ik i
j

リーマン空間上のベクトルの変化
歪んだ空間であるリーマン空間上にあるベクトルＡ （ｘ ）について考える。今Ａ （ｘ ）を座標ｘ か
らｘ +ｄｘ に平行移動した場合の変化をＡ （ｘ ）＋δＡ とする。
実際の変化ＤＡ （左の図で、座標ｘ から伸びている黄色い矢印が、座標ｘ+ｄｘ から伸びている赤
い矢印に移動）は、

ＤＡ ＝ Ａ （ｘ +ｄｘ ）－（Ａ （ｘ ） ＋δＡ ） ・・・⑧

ここで、 δＡ はdｘ とＡ に比例するものとして、係数をΓ とし、 δＡ ＝－Γ ・Ａ ｄｘ とおくと、
ｄＡ ＝Ａ （ｘ +ｄｘ ）＋Ａ （ｘ ）＝ （∂Ａ ／∂ｘ ）・ｄｘ より、⑧は、

ＤＡ ＝ （ （∂Ａ ／ ∂ｘ ） ＋ Γ ・Ａ ）ｄｘ ・・・⑨ となる。

x
x+dx

Ａ（ｘ） Ａ（ｘ）＋δＡ

実際の変化

平衡移動

k

ｉj ji
ｉj ji

k

k k k

k k k

k k

k k k k

k k

i i

i i

i

i i i i

i i i j

ｊ ｊ ｊ
k ｊ

i i j

jk
i

jk
i

k



リーマン幾何学

Γ はクリストフェルの記号といい Γ ＝ １／２・ｇ ・（ （∂ｇ ／∂ｘ ） ＋ （∂ｇ ／∂ｘ ） － （∂ｇ ／∂ｘ ）） ・・・⑩ である。

また、 Γ ＝ １／２・（ （∂ｇ ／∂ｘ ） ＋ （∂ｇ ／∂ｘ ） － （∂ｇ ／∂ｘ ）） ・・・⑪ である。

すなわち、 Γ ＝ ｇ ・ Γ 、 Γ ＝ ｇ ・Γ ・・・⑫
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ijk ij
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測地線
曲がらない線、すなわち直線のことを測地線という。リーマン空間の場合
そもそも空間自体が曲がっているため、真っ直ぐな線という概念がない。
そこで自身に平行な線を測地線と定義する。
すると式⑨のＤＡ は、変化しないことから“０”となる。
ここで、線の経路を ｘ ＝ｘ （ｓ）と表し、ｓはパラメータとする。
自身に平行ということは、経路の各点での接線ベクトルＡ は

Ａ ＝ ｄｘ ／ｄｓ とおける。これを⑩に代入すると、

ｄ Ｘ ／ｄｓ ＋ Γ ・ｄｘ ／ｄｓ ・ｄｘ ／ｄｓ ＝ ０ ・・・⑬ となり、これが測地線の方程式である。

リーマン空間内の測地線を、２点間（ＡＢ間）を結ぶ距離が最小になる線と言いかえることもできる。それは時間と空間で表される座標空間内で、実際に粒子が辿る線
、即ち、粒子の運動方程式とも言える。

点α

点β

ｘ＝ｘ（ｓ）

ji i

i i

j２ ２
ik

j i k

リーマン曲率
一般相対性理論では、重力によって空間が歪む。さて、どれくらい歪むか？リーマン空間内でのその歪み具合を表す数値として、曲率というものが考えれる。

図２で、Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄの座標を、（ｙ，ｚ）、（ｙ＋ｄｙ，ｚ）、（ｙ，ｚ＋ｄｚ）、（ｙ＋ｄｙ、ｚ+ｄｚ）として、ベクトルＡ がＡからＢに移動してＡ になったとすると、

Ａ ＝ Ａ + Γ ・Ａ ・（∂ ｘ ／∂ ｙ）・ｄｙ さらに、ＢからＤに移動してＡ になったとすると、

図１
Ａ Ｂ

ＤＣ

まったく歪んでいないごく普通の平面（ユーグリット空間）では、図１のよう
に点Ａにあるベクトルが、ＡからＢを経てＤに至る経路を移動したときの変
化とＡからＣを経てＤに至る経路を移動したときの変化は同じである。
しかし図２のような歪んだ空間では、一般的に一致しない。曲率とは、
Ａ→Ｂ→Ｄと、Ａ→Ｃ→Ｄの経路を経た結果ベクトルの変化の差がどれだ
けあるかによって決まる。と考える。

Ａ Ｂ

ＤＣ

図２

点Ａにあるベクトル→ がＡ→Ｂ→Ｄを経て、ベクト
ル→ になった。同じように、Ａ→Ｃ→Ｄの経て、ベ
クトル→ になった。
このベクトル→ とベクトル→ との差を曲率という
。

実際に取りえる経路＝運動方程式

二つのベクトルの差が
大きければ大きいほど、
空間が歪んでいる。
ということ。

ベクトルＡ
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リーマン幾何学

Ａ ＝ Ａ + Γ ・Ａ ・（∂ ｘ ／∂ ｚ）・ｄｚ ＝ Ａ + Γ ・Ａ ・（∂ ｘ ／∂ ｙ）・ｄｙ + （ Γ + （∂ Γ ／∂ｘ ）・（∂ ｘ ／∂ ｙ）・ｄｙ）

・（Ａ + Γ ・Ａ ・（∂ ｘ ／∂ ｙ）・ｄｙ）・ （∂ ｘ ／∂ ｚ）・ｄｚ ＝ Ａ + Γ ・Ａ ・（ ∂ ｘ ／∂ ｙ）・ｄｙ + Γ ・Ａ ・（ ∂ ｘ ／∂ ｚ）・ｄｚ

+ （（ ∂ Γ ／∂ｘ ） + Γ ・Γ ）・Ａ ・（∂ｘ ／∂ｙ）・ （∂ｘ ／∂ｚ）・ｄｙ・ｄｚ

同様に、ベクトルＡ がＡからＣに移動してＡ になったとすると、

Ａ ＝ Ａ + Γ ・Ａ ・（ ∂ ｘ ／∂ ｚ）・ｄｚ さらに、ＣからＤに移動してＡ になったとすると、

Ａ ＝ Ａ + Γ ・Ａ ・（ ∂ ｘ ／∂ ｚ）・ｄｚ + Γ ・Ａ ・（ ∂ ｘ ／∂ ｙ）・ｄｙ + （（ ∂ Γ ／∂ｘ ） + Γ ・Γ ）・Ａ ・（∂ｘ ／∂ｚ）・ （∂ｘ ／∂ｙ）・ｄｚ・ｄｙ

Ａ とＡ の差δＡ は、

δＡ ＝ Ｒ ・Ａ ・（∂ｘ ／∂ｙ）・ （∂ｘ ／∂ｚ）・ｄｙ・ｄｚ となる。Ｒ は曲率テンソルといい、

Ｒ ＝ （∂Γ ／∂ｘ ） － （∂Γ ／∂ｘ ） ＋ Γ ・Γ － Γ ・Γ ・・・⑭

曲率テンソルＲ を縮約したものを、リッチテンソル Ｒ ＝ Ｒ さらに リッチテンソルＲ を縮約したものを、スカラー曲率 Ｒ ＝ Ｒ という。

また曲率テンソルは、以下のビアンキの恒等式を満たす。

∂Ｒ ／∂ｘ ＋ ∂Ｒ ／∂ｘ + ∂Ｒ ／∂ｘ ＝ ０ ・・・⑮

i i ki ｊ
k’ ｊ ’’’ ’

i
j
ki j

k j
ki

j
ki

l

’’’

’’’’

’’’’

’’’’’’

l

j
m

nj m
n k

i
j
ki j

k j
ki j k

lj
ki

m
ki

j
lm

l k

’’’i i
j

ki j
k

j

i i
j

ki j
k j

ki
k

j
m

ki
j

ki
l j

lm j
l k

Γ は１次まで求めて Γ ＝ Γ ＋ （∂ Γ ／∂ｘ ）・ｄｘ

なお、３次以上の微小量ｄｙ・ｄｙ・ｄｚは、ｄｙ・ｄｙ・ｄｚ＝０とした。
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ミンコウスキー空間

通常の３次元空間（ｘ，ｙ，ｚ空間）に時間ｔを加えた４次元空間を「ミンコウスキー空間」という。ミンコウスキー空間は一般的なリーマン空間のように歪んでいないものと
する。また空間は時間により変化しないもの（静的）とする。すなわちミンコウスキー空間はリーマン空間の特殊なパターンといえる。ミンコウスキー空間で成り立つこと
は、リーマン空間でも成り立たなければならない。

ミンコウスキー空間を計量テンソルｇｉｊで表す。ミンコウスキー空間では、ｘ ＝ｘ、ｘ ＝ｙ、ｘ ＝ｚ、ｘ ＝ｔｃである。 （ｃは光速） ｇｉｊは以下のとおり。

ｇ ＝ ※共変テンソル ｇ ＝ ※反変テンソル となり、ｇ ＝ ｇ

さらに、⑫より、Γ ＝ Γ 時間（ｘ ＝ｔｃ）にのみ着目する。⑪にて、時間微分（∂／∂ｘ ）は０になることから、

Γ ＝ －（∂ｇ ／∂ｘ ）／２ ・・・⑯

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ －１

ij

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ －１
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ij
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jk
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重力方程式

これを質点の運動方程式⑬に代入する。ｄｘ ／ｄｓ ＝ｃより、

ｄ Ｘ ／ｄｓ － ｃ ／２ ・ （∂ｇ ／∂ｘ ） ＝ ０ ・・・⑰ さらに重力ポテンシャルΦを、 ｄ Ｘ ／ｄｓ ＋ ∂ Φ ／∂ｘ ＝ ０ ・・・⑱ として定義すると、

∂（ｃ ／２ ・ｇ + Φ）／∂ｘ ＝ ０ より、ｇ ＝ Ｃ － ２／ｃ ・Φ ・・・⑲ （Ｃは積分定数） l

4

2 2 2
44

ii 2 2i i

2
44 44

2

アインシュタインの重力方程式
例えば、太陽と地球の間の引力を考える。万有引力の式より、 力Ｆは、Ｆ ＝ －Ｇ・Ｍ・ｍ／Ｒ （Ｍは太陽の質慮、ｍは地球の質量、Ｒは太陽と地球の距離、Ｇは万

有引力定数）となる。ここで重力ポテンシャルΦを使って表すと、

∫ ∇ Φ ｄＶ ＝ ∫ ∇Φ ｄＳ ＝ ∫ ∇Ｅ／ｍ ｄＳ ＝ ∫ －Ｆ／ｍ ｄＳ ＝ ∫ Ｇ・Ｍ／Ｒ ｄＳ

＝ Ｇ・Ｍ・（４πＲ ）／Ｒ ＝４πＧ・∫ρ ｄＶ よって ∇ Φ ＝ ４πＧ・ρ ・・・⑳ ※Ｅはエネルギ―、ρは太陽の質量密度

ここに、⑲を代入すると、－∇ ｇ ＝ ２／ｃ ・∇ Φ ＝ ８πＧ／ｃ ・ρ ・・・❶

エネルギーテンソルＴ を Ｅ ＝ ∫ Ｔ ｄＶ と定義する。Ｅ＝ｍｃ より、Ｔ ＝ρ・ｃ ・・・❷ これを⑳に代入すると、

－∇ ｇ ＝ ８πＧ／ｃ ・Ｔ これを拡張して、

－∇ ｇ ＝ ８πＧ／ｃ ・Ｔ ・・・❸ （k=1,2,3,4）

さらに、Ｔ は、ある領域内でエネルギー保存の法則が成り立つことから、

∂Ｔ ／∂ｘ ＝ ０ ・・・❹ となる。

ビアンキの恒等式⑮において、j = k として縮約する。

∂Ｒ ／∂ｘ ＋ ∂Ｒ ／∂ｘ ＋ ∂Ｒ ／∂ｘ ＝ ∂Ｒ ／∂ｘ － ∂Ｒ ／∂ｘ ＋ ∂Ｒ ／∂ｘ ＝ ０

左から ｇ をかけると、

∂Ｒ／∂ｘ － ∂Ｒ ／∂ｘ － ∂Ｒ ／∂ｘ ＝ ０

2 2

2

2 2 2

44
2 2 Ｒ

太陽

地球

万有引力
Ｆ＝－ＧＭｍ／Ｒ2

この球体の表面積は
Ｓ＝4πＲ2

ij ij 2
44 2

44 44
4

ij

ij

4
ij

ここで、重力の方程式 ❸が導かれた。即ち、歪んだ空間であるリーマン空間の性質を表すｇ とその基となる物質のエネルギーとの関係を表す。

さらに❸を座標変換に対して扱いやす形に書き換える。❸の左辺、つまり空間の歪み具合を、曲率または、それを縮約したリッチテンソルやスカラー曲率で
表せないかと考えてみる。

ij
j

❹の証明 ※ある空間の領域（体積Ｖ、表面積Ｓ）を考える

∇ Ｅ ＝ ∫∇ Ｔ ｄＶ ＝ ∫ （∂Ｔ ／∂ ｘ ＋ ∂Ｔ ／∂ ｘ ）ｄＶ

＝ －１／ｃ・∂ ∫ Ｔ ｄＶ／∂ｔ ＋ ∫ Ｔ ｄＳ エネルギー保存則より、

＝ ０ ※∇ ＝ ∂ ／∂ｘ，∂ ／∂ｙ，∂ ／∂ｚ，∂ ／∂ｔ （k=1,2,3,4）

4
ij i4 iα

α

α=1,2,3

ｘ ＝ ｘ ｘ ＝ ｙ
ｘ ＝ ｚ ｘ ＝ -c・ｔ4

1 2

3

i4 iα

2

j
iｌj

m j
ijm

l j
iml

j
iｌ

m

im
l j

iml

j

il

l
m

m l j
m

j

ij

i

22

k

k

k
2 k



重力方程式

さらに、j=l とする。

∂Ｒ／∂ｘ － ∂Ｒ ／∂ｘ － ∂Ｒ ／∂ｘ ＝ ∂Ｒ／∂ｘ － ２∂Ｒ ／∂ｘ 移項して、 ∂Ｒ ／∂ｘ － １／２・∂Ｒ／∂ｘ ＝ ０

さらに、左から ｇ をかける。

∂Ｒ ／∂ｘ － １／２・ｇ ∂Ｒ／∂ｘ ＝ ０

最後に、j=mとすると、

∂Ｒ ／∂ｘ － １／２・ｇ ∂Ｒ／∂ｘ ＝ ０ ここで、Ｇ ＝ Ｒ － １／２・ｇ ・Ｒ とおく。 （Ｇ をアインシュタインテンソルという）

∂Ｇ ／∂ｘ ＝ ０ ・・・❺ となる。これを❹と比較すると、Ｇ とＴ の類似性から、 Ｇ ＝ｋ・Ｔ となる。（ｋは比例定数。❸により、ｋ＝ ８πＧ／ｃ とする） 従って

Ｒ － １／２・ｇ ・Ｒ ＝ ８πＧ／ｃ Ｔ ・・・❻ となる。これをアインシュタインの重力方程式と呼ぶ。

※Ｒ はリッチテンソル、Ｒ はスカラー曲率、Ｔ はエネルギーテンソル

重力方程式の性質

（１） この方程式は、計量テンソルｇ を導くためのもので、ｇ は空間の性質（歪み具合）を示し、ｇ が求まれば、②より、計量ｄｓが得られる。

（２） 重力方程式は、⑭および⑩より、ｇ についての２階微分までを含んでいる。

（３） ｇ のｉｊは、通常の３次元空間（x,y,z）に時間（t）を合わせた４つの成分を持つ。即ち方程式としては、ｉｊで４×４＝１６通りの式が導き出される。

ただし、ｇ ＝ ｇ より６成分は重複していることにより、最終的な元の数は、１６－６＝１０通りの式になる。

ｇ ＝

この二つはダブリ

従って重力方程式は、“１０元連立２階偏微分方程式”ということになる。
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アインシュタインの重力方程式 Ｒ － １／２・ｇ ・Ｒ ＝ ８πＧ／ｃ ・Ｔ

これが重力場を記述する方程式であり、これにより、ブラックホールや宇宙膨張の謎を解き明かすことができる。
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参考図書：「相対論」平川浩正著（1971 共立出版）



重力方程式から導き出せること

このアインシュタインの重力方程式を解くことは非常に難しく、現在まで僅かの解しか見つかっていない。ここではその主なものを紹介し、その解からこの宇宙について
言えることを解説する。

シュバルツシルド解

空間にエネルギー（質量）を持った物体があるとき（静止しているとき） 、その周囲の時空が歪む。
その歪み方を計量ｄｓで表す。

ｄｓ ＝ （１－ ） ｄｔ － － ｒ （ｄθ ＋ｓｉｎ θ ｄφ ） ・・・シュバルトシルド（注）解

※空間座標ｘ、ｙ、ｚを極座標 ｒ、θ、φ で表している。ｍは物体の質量。ｒは中心からの距離。

この式から有名なブラックホールの存在を予言。ブラックホールの性質（事象の地平面や特異点）を表す。
（注）1873～1916 ドイツの物理学者

重力方程式

２ｍ
ｒ

ｄｒ
（１－２ｍ／ｒ）

2 2
2

2 2 2
特異点

事象の地平面

ブラックホールの性質

強烈な引力

フリードマン方程式

重力方程式を宇宙空間に当てはめてみる。
半径ａの球を考える。球内部の密度をρ、現時点での半径をａ0、
密度をρ0とすると、ａの時間変化 ｄａ／ｄｔは、

－ ＝ －ｋｃ ・・・フリードマン（注）方程式

Ｇは万有引力定数、ｃは光速、ｋは比例定数
この式から宇宙膨張説が理論的に導かれる。
（注）1888～1925 ロシアの気象学者

ｄａ
ｄｔ

2
８πＧρ0

３
ａ0

ａ

3

2

ビッグバン

銀河団

銀河団

銀河団

現在の宇宙

膨 張

収縮に転じる

未来の宇宙

ビッグクランチ

消滅

フリードマン方程式より、未来の宇宙の姿を予測で
きる。シナリオは主に二つ。
一つは、宇宙はこのまま永遠に膨張を続ける。

二つ目は、重力によって将来膨張が止まり収縮に
転じる。そして宇宙は一点に向かって消滅する。こ
れをビッグクランチという。

さらに膨張

Ｐ1＜Ｐ2

銀河団

銀河団

銀河団

Ｐ1：宇宙を膨張させる力
Ｐ2：重力によって宇宙を収縮させる力

Ｐ1＞Ｐ2

永遠に膨張を続ける

2


